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論文内容要旨
 本博士論文では,流体力学に現れる非線形偏微分方程式の弱解の正則性を考察する。
 特に,三次元空間の領域において非圧縮粘性流体の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程式を扱う。
 同方程式の数学的な取り扱いは」.Leray(1934)に始まり,E.Hopf(!95!)がその拡張を行っている。彼ら
 は明解の概念を導入することにより時間大域的な解を構成した。その解はLeray-Hopfの弱解と呼ばれて
 いるが,正則性と一意性は現在まで未解決である。」.Serrh1/1962)は弱解の正則性,一意性の成り立つ
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 空間として,速度場に対するスケール不変な空間での考察を行った。この結果はその後,実解析的手法
 を用いたローレンツ空間やベゾフ空間の導入や,流体力学的に重要な量である渦度による考察など,多
 くの研究により拡張されている。一方,Berselli-Galdi(2002)はもう一つの未知函数である圧力に対す
 るスケール不変な空間における弱解の正則性定理を証明している。但し,彼らの方法は圧力の表示式を
 用いているので境界がない全空間においてのみ有効な方法であり,境界を持った領域においては依然と
 して難しさが残っていた。
 本博士論文の前半において,圧力がスケール不変な空間に属する場合の弱解の正則性定理を有界領域
 において証明する。局所的な問題を大域的な問題に帰着させる為に,カットオフの方法を用いる。しか
 し,それにより非線形項と圧力から発生する剰余項の処理を余儀なくされる。そこで重要な役割を果た
 すのが,Caffal・eUi-Kohll-Nirellberg(1982)により導入された“sultableweaksoltltion"なる弱解である。
 ̀`suitableweaksolutioll"の持つ著しい特徴として,特異点集合の一・次元ハウスドルフ測度がゼロになるこ
 とが挙げられる,、それにより特異点の近傍において弱解が正則になる領域を取ることができ,剰余項の
 処理が可能になる。これらの手順を経て境界がない場合の問題に帰着させることにより,実際は特異点
 が発生しないことを示すことが出来る。
 “suitableweaksolutioll"は正則性の問題に対し非常に有効である。Escauriaza-Seregill-Sve1・ak(2003)
 は速度場に対するスケール不変な空間の臨界ケースである
 L」'(0,T;Lll)における正則性の問題を“suitableweaksolutioバを用いることにより肯定的に解決している。
 我々の定理も“suitableweaksolutioバの有用性を示す一つの応用といえる。
 後半では,・…般の非有界領域,特に境界がコンパクトでない場合を扱い,Leray-Hopfの弱解の正則性
 を空間遠方において考察する。空間遠方における正則性は,Cと1ffal℃11i-Kohn-N舵nberg(1982),Sohr-
 vollWahl(1986)によりそれぞれ全空間と外部領域において証明されている。彼らの証明の中で重要な点
 は,圧力が属するクラスを空間大域的に決定することと,``suitableweaksolution"を扱うことである。全
 空間では圧力の速度場による表示式があること,外部領域では最大正則性定理により第一の目標が達せ
 られる。それを用い,“suitab]eweaksolutiO11"に対するε一正則性定理を適用することで結果を得ること
 ができる。しかし一般の非有界領域における難しさは,最大正則性定理などのし1一理論が成立しないこと
 に加え,空間遠方まで境界が存在し続けることである。そのために境界付近での解析を余儀なくされる。
 F且rwig-Kozono-Sohr(2005)はし、、一空間を修正することにより,一般の非有界領域において最大正則
 性定理などが成立することを証明し,」`sllitableweaksokltion"の存在を示した。最大正則性定理により,
 方程式に現れる圧力の微分が属するクラスを空間大域的に決定することができる。しかし,境界の非コ
 ンパクト性により圧力自身の情報を引き出すことは極めて困難である為,外部領域の場合と異なり圧力
 の微分を扱うことになる。既知のε一正則性定理は速度場と圧力自身により定式化されているため,速
 度場と圧力の微分を用いた再定式化を行うことにより境界から離れた領域においては外部領域と同様に,
 空間遠方での正則性を得ることができる。
 境界付近での正則性を考察するために,Seregin(2001)により導入された“boundarysuitableweak
 solutioll"を用いる。前述の“suitableweaksolutio11"では境界付近を扱うことはできないが幾分強い仮定
 をおくことにより,境界まで込めた議論を可能にしている。その仮定はFarwig-Kozono-Soh1・による存在
 定理による解のクラスと一致しており,ナヴィエ・ストークス方程式の非線形項から決まる自然なもの
 である。ここで“boLlndarysuitableweaksolutioll"に対するε一正則性定理を用いるのであるが,前述の
 通り圧力の微分による再定式化を行う。領域が一様C2級の滑らかさを持っていれば,弱解は空聞遠方で境
 界から…・様な距離にある領域において滑らかであることがわかる。領域内部と境界付近での議論を合わ
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 せることにより結論に至る。
 一般に境界層の存在などにみられるように境界付近においては速度場の滑らかさが失われる可能性が
 あるが,我々の結果は空聞遠方に行くに従って境界が正則性に対し及ぼす影響はどんどん小さくなり、
 外部領域などの遠方に境界が存在しない場合と同様の結果が成り立つことを示している。
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 論文審査の結果の要旨
 鈴木友之氏の論文はミレニアムにおける数学7つの難題のひとに新たな切り口を展開した研究成果を含
 んでいる。実際,ナビエ・ストークス方程式の未知関数は速度場と圧力の4つであるが,式を複雑にして
 いる要因は,圧力関数の時間発展の解析が困難であることによる。速度場に限れば一・見,半線形放物型
 方程式と同様に思える。しかし,圧力関数が未知関数として登場し.その時空問における漸近挙動の解
 析は容易ではない。領域に境界がない3次元全空間においては,圧力勾配は速度場の自乗の特異積分とし
 て表現できる。従って,圧力関数のある点の近傍の微分可能性といった局所的性質を得ようとする際も,
 速度場の空間における大域的性質が解明されなければならない。特異積分作用素の理論を用いて全空間
 における解の正則性を論じた研究結果は,これまでいくつか報告されていた。鈴木氏は同理論が適用で
 きない境界のある領域において,ナビエ・ストークス方程式の解の内部正則性を圧力関数の挙動を制御
 することによって証明した。内部正則性問題においては,切り落とし関数の導入により全空聞の問題に
 帰着できるかが論点となる。鈴木氏は,有名な"適切な弱解"の特異点のハウスドルフ次元が1以下であ
 ることに注目し,任意の特異点の周りには必ず正貝IL点のみからなる円環領域が存在すること証明した。
 そのような正則円環領域の存在は,切り落としの方法によって生じる剰余項の処理を可能ならしめ得る。
 この研究成果はすでにレフェリー付きの専門雑誌に掲載されている。
 更に,鈴木氏は境界がコンパクトとは限らない一般の非有界領域において,適切な弱解は空間遠'方に
 は特異点を持ち得ないことを証明した。非有界領域においては圧力関数の解析は内部問題よりも更に困
 難となる。実際,線形ストークス方程式の解法に重要な役割を演じる最大.正則定理は,和の空聞におい
 てのみ成立されることが知られている。鈴木氏は,内部および境界の双方に渡ってイプシロン正則性定
 理を圧力勾配を与えた場合に拡張し,圧力関数の時間発展がこれまでに比べて正確に解析できていなく
 ても,空聞遠方には特異点が発生しないことを明らかにした。
 これらの研究成・果は,同氏が自立して研究活動を行うに必要な高度の研究能力と学識を有することを
 示している。従って,鈴木友之氏提出の博士論文は,博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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